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EINLEITUNC 
Sei G eine endliche Gruppe, g E G und k eine positive natiirliche Zahl. 
Mit Rk,( g) sei die Menge der k-ten Wurzeln von g bezeichnet, mit &g) 
deren Anzahl, also 
R’&(g) := {heG 1 hk=g}, &g) := I%-&)I. 
Die Abbildung 
ri: G + N, gt-+l{hcGI hk=g}l. 
heif3t entsprechend die k-te Wurzelanzahlfunktion. Offensichtlich ist r”, eine 
Klassenfunktion, und die Orthogonalitatsrelationen ergeben bekanntlich 
fur das innere Produkt (r”,, [) von r”, mit einem gewohnlichen irreduziblen 
Charakter i von G die Gleichung 
Man kann mit Hilfe der sogenannten Permutrisierung [4, Kap. 5.31 
einen Charakter x der symmetrischen Gruppe S, konstruieren, sodaI 
x((l .. . k)) = c: gilt [4, 5.3.131. Somit ist rz sogar ein verallgemeinerter 
Charakter. rz ist jedoch nicht notwendigerweise ein Charakter. Die Quater- 
nionengruppe liefert fur k = 2 ein Gegenbeispiel. 
Der Fall k = 2 ist such darstellungstheoretisch interessant, denn die 
Koeftizienten cf sind die sogenannten Frobenius-Schur-Indikatoren. ri ist 
deshalb genau dann ein eigentlicher Charakter, wenn jede irreduzible 
Darstellung entweder iiber Iw realisierbar ist,. oder wenn sie einen 
nicht-reellen Charakter besitzt. Ein allgemeines Resultat fur r”, bzw. die 
Koeffizienten ct ist mir nicht bekannt. 
A. Kerber hat bereits vor einigen Jahren vermutet [S, S.2351, da13 die 
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k-te Wurzelanzahlfunktion rf: := ri, der S, ein eigentlicher Charakter der 
symmetrischen Gruppe ist, d.h., daJ fiir alle Partitionen A von n gilt 
Diese Vermutung sol1 hier bewiesen werden. 
Es stellt sich sogar heraus, da0 sich rf: als Summe von Charakteren 
schreiben la&, die von eindimensionalen Charakteren auf den Zen- 
tralisatoren von Elementen der Ordnung k hochinduziert wurden. Ahnliche 
induzierte Charaktere haben Inglis und Sax1 [3] fur ihre Beschreibung 
eines Modells der symmetrischen Gruppe verwendet, und sie dienten such 
zu einem neuen Beweis [7] der Tatsache, da13 die konjugierende 
Darstellung der S,(n # 2) jede irreduzible Darstellung mindestens einmal 
enthllt [2]. Vor kurzem ist R. Kniirr in einem anderen Zusammenhang 
auf die gleichen Charaktere gestogen [6]. 
Diese Charaktere sollen zunachst vorgestellt werden. 
1. GEWISSE CHARAKTERE VON ZENTRALISATOREN 
Fur die Konstruktion der gesuchten Charaktere mug der Grundkorper 
hinreichend grog sein. Wir werden deshalb im folgenden @ als Grund- 
kiirper wahlen. Sei 71 ES,. Bekanntlich gilt [4,4.1.19, 1.1.23 (die Notation 
foist C41) 
Cn(n)e 0 zi l sa,(7r), 
ix,(x) > 0 
wobei Zi die zyklische Gruppe der Ordnung i bezeichnet. Eine Einbettung 
der abstrakten Gruppe in die S,, als Zentralisator von rc, 1aRt sich direkt 
angeben. Dies sol1 fur den Fall c$rc) = (d’) vorgefiihrt werden, der 
allgemeine Fall folgt analog. Sei ‘II = 7c, ... 71, die Zerlegung von rc in 
d-Zyklen 7ci := (zirczirc2z, ...). zi fest gewahlt. Wir setzen (Z,), := (xi), 
(q/J* := @i (Z,); = (n,, . . . . rr,), sowie S: := {f, 1 0 ES,}, mit f0(7r’zi) := 
r~jz,,~. Diese Einbettung ist natiirlich von der Numerierung der Zykel und 
der Wahl der z,, . . . . z, abhangig. Es ist leicht einzusehen, da13 eine 
entsprechende Ablnderung nur eine Konjugation in C,(n) bedeutet, sodal 
Charaktere, die iiber eine oben beschriebene Einbettung definiert werden, 
davon unabhlngig sind. Die Gruppe S: wird im folgenden als Komplement 
bezeichnet. 
Sei nun E E @ eine primitive k-te Einheitswurzel. Sei a H n ein Zykeltyp 
der Zahl n und CJ ein Element der entsprechenden Konjugiertenklasse C” 
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der S,. 1st CT eine k-te Wurzel des Einselements der S,, so ist dies 
aquivalent dazu, da13 der Zykeltyp a = a(a) folgende Eigenschaft besitzt: 
a, = 0, falls k nicht von i geteilt wird. Wir schreiben dafiir a Hk n. 
Sei UEC”, a Hkn, g=cr, . . . CJ,~ die Zerlegung in disjunkte Zykeln der 
Lange li. Sei zi in CT, gewahlt. Dann erhalten wir durch 
x,(0,) := EklL, X,(P) := 1 (p im Komplement) 
einen eindimensionalen Charakter von C,(o). 
Sei fiir jedes a Hk n ein a(a) E C“ gewahlt. Wir setzen 
(1.1) 
X(u) := X,(a), P’ :=x(a) r SHY (1.2) 
x; := 2 p. (1.3) 
a HA,, 
xi laI3t sich folgendermaben beschreiben: 
Sei a Hk n und S,, = uigjC,,(a(u)). Dann gilt 
p(7c) = c X(0) ki ‘Vi) = c x(o,(g, l Wi). 
i: g;‘7z‘e,> E C,(o(a)) i’ I(E c”(n,o(u)n,-‘) 
Da die Abbildung 
WG(4~)) + C”, &YiCn(a(u)) I-+ giatu) Si l2 
eine Bijektion ist, existiert zu jedem r E C” eine eindeutig bestimmte Zahl 
i(7) mit gic,)o(u) gi(rl = 7. Es folgt 
Es gilt nun x,(p) = xrcUJ (g,;,\pgi(,,) fur alle p E C,(r). Denn die Konjuga- 
tion ftihrt jeden Zykel in der disjunkten Zykelzerlegung, sowie jedes 
Element aus einem Komplement von 7 in ein entsprechendes von o(u) 
iiber. Die Werte der Charaktere stimmen also wegen (1.1) tiberein. Wir 
erhalten 
1.4. Bemerkung. 
X(yi7) = c K,(Z 1, 
rtC”nC (n) n 
d(n)= c X,(Z)> 
rtC;nC,(n) 
wobei Ct := u, Hln C” = { p E S, 1 pk = id}. Die Charaktere sind also 
unabhangig von der Wahl der a(u). (Dies rechtfertigt such im Nachhinein 
die Bezeichnung x’“‘.) 
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Die xr besitzen zwei triviale, aber bemerkenswerte Eigenschaften: 
1st n = A 1 c, A,, rc E S,,, r E C’i n C,,(x), und sind die Einschrankungen 
rci := n,,,, rj :=riA, Elemente der S,,,,, dann ist x7 in folgendem Sinne 
multiplikativ: 
X,(X) = x,,(n1) XT>(%). 
1st 7c E S,, z, t’ E Cf: n C,(rc) und p E C,(x) mit z’ = pry -‘, dann gilt 
x,,(n) = x,(nc). (1.5) 
Die ietzte Gleichung iegt nahe, fur die Auswertung von xi(x) die Bahnen 
von C,(n) auf Ct zu betrachten. 
2. EINE MULTIPLIKATIVITWTSEIGENSCHAFT VON x:. 
Die erste Folgerung, die sich unmittelbar aus der Konstruktion ergibt, 
ist eine Multiplikativitatseigenschaft von xt, die es erlaubt, sich bei der 
weiteren Berechnung auf Elemente rr E S,, mit Zykelpartition al(n) = (6) zu 
beschranken. 
2.1. LEMMA. Sei rc E S, und r := ad(x) > 0. Seien p, E S,, das Produkt der 
d-Zyklen von IT, pz E S, --rd das Produkt der verbleibenden Zykel, also 
ai(P1)=6idad(n)t a,(Pz)=a,(71)--idud(7C)- 
Dann gilt 
Beweis. I, bezeichne die Teilmenge von IJ, auf der die d-Zyklen von 71 
operieren. Sei I, := n\Z,, rt, := q,,. Da offensichtlich 
gilt, folgt 
Dabei durchlauft in den Summationen r, die Menge C$ n Crd(7c, ), z2 die 
Menge C,k-rdn C,-,Jq). 
450 THOMASSCHARF 
3. ZENTRALISATORBAHNEN I 
Sei rr~S~,cc(rr)=(d’),rc=p, .. .p, die Zerlegung in disjunkte Zyklen. 
Der Zentralisator von rr ist deshalb isomorph zu Z, t S,, und der 
kanonische Epimorphismus 0: C,(rc) + S,, r H t^, liefert in natiirlicher 
Weise eine Operation auf den Zykeln: Fur t E C,(rc) ist t E S, die eindeutig 
bestimmte Permutation mit rrrir’ = xii. Der Kern von @ ist (Z,)*. 
1st deshalb r E C,” n C,(n), dann folgt aus der Homomorphie ? E Ct. 
Umgekehrt existiert zu e E CF, ein r E Cf: n C,(rc) mit f = r~ (z.B. f, E Si). 
Die Urbildzerlegung von C,(X) liefert deshalb 
CI:nC,,(n)= W (j Cl: n cF’(o). (3.1) 
hHir rrtC* 
Fur festes b Hk r und g, g’ E Ch existiert ein K E S, mit CT’ = K~IC ~ I. 
K besitzt jedoch ein Urbild r0 E C,(X). Deshalb erhalten wir 
3.2. FOLGERUNG. Die Abbildung 
~:C,kn~~‘(o)-,Cj:nQ,~-‘(a’), 5 H T,TT,’ 
ist eine Bijektion, und es gilt nach (1.5): xscT, = xr fir alle z E C,k n W’(o). 
Wlhlen wir fur jedes b Hk r einen Reprasentanten z(b) E C,” n @ ~ ‘(C”), 
dann kiinnen wir xt(rc) schreiben als 
x34= c x,(n)= c IO 1 XT(~) 
reC;nc,(n) hHkr r:i=i(h) 
(3.3) 
Die innere Summe la& sich nun weiter vereinfachen: 
Sei r E CE n C,(n), < = f(b). Die Zykelzerlegung n, f(b), von f(b) liefert 
die Bahnen oj der Gruppe (t, rr) auf der Menge c, denn die Eintrlge im 
Zykel f(b)j entsprechen der Numerierung der zyklischen Faktoren pi von 
rr, die unter der Konjugation mit r eine Bahn bilden. Wir setzen 
T, := $,,, ?T .=71 I . IW,. 
Da 7~ ein Produkt von d-Zyklen ist, gilt dies such fur die rcj. Weiterhin 
erhalten wir aus der Konstruktion fj = f(b),. Setzen wir 
M, := (T, E CL,, n C,,,l(~,) I <j= f(b),), (3.4) 
dann folgt unmittelbar, da13 die Abbildung 
{zl f=t^(b)}+nM,;v+( . . . . tj ,... ), 
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eine Bijektion ist, und da13 X,(X) = l-Ii xT,(7c,) gilt, und wir erhalten 
c n x$-Q) = n c x,(Q. (3.5) 
(71) t II, M, i I TIEM, 
4. ZENTRALISATORBAHNEN II 
Betrachten wir nun die Summation iiber die Mengen Mj. Wie bereits 
erwahnt, ist die Zykelpartition von 7ci von der Form (d’~), tj := Iw,l/d, t, 1 k. 
Im folgenden wird sich zeigen, dal3 der Wert der Summation nur von d und 
ti abhangt, und sich deshalb mit m(d, fi) := C,,, M, x,,(rci) Gleichung (3.3) 
schreiben lil3t als 
(4.1) 
(Man beachte, daI3 b,= l{j 1 ti=s}i.). 
Da z^(b!, die t.i Faktoren von TT zyklisch vertauscht, kann ohne 
Einschrankung angenommen werden, da0 7cj = p, ... pt,, und damit Mj von 
folgender Gestalt ist 
M,:= {TjECl;d”C,,r,(X) 1 T,Pi5,~‘=Pi+,(i<t,)l. 
Setzen wir fur (z,, . . . . z,,), z, in p,, 
M, (z I , . . . . z,):= {TjEMjI Tjzi=zi+,(i<tj)}, 
dann gilt offensichtlich fur ein festes z, in p, 
(4.2) 
M,= (j Mj(Zl, . ..) z,,). (4.3) 
c--z. . . . =,,I 
Zu zwei dieser Folgen (z,) und (xi) mit z, =x, existiert ein Element K in 
C,,d(rci) mit KZ; = xi, und wir erhalten unmittelbar 
4.4. FOLGERUNG. Die Abbildung 
ist eine Bijektion, und es gilt x~,(TT~) = xsrr,, (TT,). 
Sind deshalb z, , . . . . z,, gewahlt, dann gilt 
;FM xr,(n,)=d”-’ c Xr,(7tj). 




Wir wollen nun die Summationen iiber die Mengen 
M:=Mj(z I,..., Z,,):={T~jEC,rd nC,,,(n) 1 TjZi=zi+,(i<tj)) (5.1) 
auswerten. 
Dazu miissen wir die Elemente von M auf eine andere Weise 
charakterisieren. Fur jedes Element T/ im Zentrahsator liegt rjzl, im ersten 
Zykel p, , ist also von der Form rrjz, . Zu jedem i E _d existiert offensichtlich 
genau ein rj E C,,d(n) mit rjz, = z,+ , (1~ t,), sz,, = rriz,. z, ist dann Produkt 
von ggT(i, d) zyklischen Faktoren der Lange t, d/ggT(i, d). Wir wollen 
nun die Exponenten beschreiben, fiir die das zugehorige rj sogar in C$ 
liegt. 
zj liegt genau dann in Czd und damit in A4, wenn gilt 




&‘I4 4 <’ 
Setzen wir d = d, . d, mit d, = ggT(d, k/t,), so ist dies aquivalent zu 
i= i,.d, und 4 k 
ggT(4, id <’ 
Es folgt: 
rj E A4 genau dann, wenn i = i,d, , 1 < i, < d,. (5.3) 
Sei nun rj~ M fest gewahlt. Dieses Element ist durch die die Zahl 
i = i,d, E _d gemaD 
7 .z = n!Od’ - .I f, I “I 
charakterisiert. Urn die Definition von x7, anzuwenden, geben wir eine 
Zerlegung 7cj= rr,: TC,” an, wobei IT- ein Produkt von Potenzen der 
zyklischen Faktoren von zj ist, und nj+ im Komplement liegt. 
Es ist giinstig die Situation in einem Bild darzustellen, wobei die 
zyklischen Faktoren von rr, mit z, beginnend in einer Zeile stehen: 
21 7TjZl .fZ, ... .;zl . . &‘z I 
z2 lTjz2 7T;z2 ... ?tTIjZ2 . . . &’ / z2 (5.4) 
Dann sind die Zyklen von rj die Vereinigung gewisser Spalten. Die 
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Nummern dieser Spalten und die Reihenfolge, in der diese Spalten zu 
einem Zyklus zusammengefiigt werden, ist durch die Struktur der Gruppe 
(7~:) gegeben. So erhalten wir fur den Zyklus, der die erste Spalte zI, z2, . . . 
enthalt: 
T,. 1 = (2 
I 
,r z2, ...> z,,, XjZIT n;z,, . . . . ZfZ,), qzl, . ..). (5.5) 
erste Spalte nichste Spalte 
Die Spaltennummern sind also die Zahlen n, := 1. i = 1. i, . d, (aufgefabt als 
Restklassen modulo d). Die weiteren zyklischen Faktoren von TV, falls es 
noch solche gibt, d.h. falls i’ :=ggT(i, d) = d, .ggT(i,, d2) > 1, lassen sich 
aus z,, l durch Konjugation mit Potenzen von rti erreichen. Der zweite 
zyklische Faktor lautet dann 
z,, 2 = (n,z,, 7Ljz2, . . . . 7c,z,,, +qz,), 7cj(qz2), . ..) q?T,z,,), . ..). 
Y’ 
erste Spalte nachste Spdte 
Die gesuchte Permutation rt,? ist nun diejenige, die dicse Konjugation (in 
der durch z,, rtiz,, nf’z,, . . . vorgegebenen Reihenfolge) bewirkt: 
(7(z1, 7t;:+t’z1, . . . . 7yz1) ... 
(7c;z2,7T;+’ Z2) . ..) 7c;i’ - 1 z2) ... (5.6) 
Daraus konnen wir nun rr,- = rtj(rc,? ) - ’ berechnen. Da sich jedes Element 
des l-ten Zykels eindeutig schreiben laf3t als rrT+“z,, mit 0 <h < i’, 
0 < g < d/i’, erftillt T-C,? die Gleichung 
71++h+ Iz 
71,?(qi’+h,,) = ’ 
i 
! falls h<i’- 1, 
7l?‘Z I I falls h = i’ - 1; 
und damit ist rc,+(?~pi’+“z,) = rr,(r~~‘+~z,) (h < i’- 1). Die Punkte r~p~‘+“z, 




/ falls g < d/i’ - 1, = 
Z/ falls g = d/i’ - 1, 
erhalten wir rc,: als Produkt von t, Faktoren der Lange d/i’ = d/ggT(d, i): 
7Lj = (z,, 7fz,, . ..) 7ei’z,)(z2, 7c”Z2, . ..) 7P”Z2) . . . (5.7) 
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Alle anderen Punkte sind Fixpunkte. rrj- mm.3 nun als Produkt von 
Potenzen der zyklischen Faktoren von ri geschrieben werden. Nun besitzen 
sowohl n,- als such 
(z,, I)‘/= (z,, 7ciZ’, . ..) nd--‘z,)(z,, 7r’z2, ...) KdPTZ*) . . . = (7c,y, 
die Ordnung d/i’, und sind damit Erzeugende einer zyklischen Gruppe der 
Ordnung d/i’. Gesucht ist also die eindeutige Losung 7~ d/i’ der Gleichung 
1 = 7. (i/i’) modulo d/i’. (5.8) 
Interpretiert im Restklassenring 22/Z(d/i’) ist also ; die multiplikative 
Inverse von (i/i’) und umgekehrt. Durchlluft also iE d alle Zahlen mit 
ggT(i, d) = i’, so durchlauft i/i’ und damit such ? die Menge der multi- 
plikativen Inversen im Restklassenring und damit T. i’ die Elemente in 4 mit 
ggT(d, i) = i’. Da rcTil = rr-, folgt 
x#, 1 = x&q 1 = c kl($dl~‘)~r,i= EWdzWW~), (5.9) 
Insgesamt erhalten wir, da skld2 eine d,-te primitive Einheitswurzel ist, 
c xr,(71,) = ,$ E(kldz)i = p fa11s d2 # *’ 
falls d, = 1. 
(5.10) 
*,E M i=I 
Setzen wir (5.10) und (4.5) in (4.1) ein, so ergibt sich ein geschlossener 
Ausdruck fur x:(x) mit a(rc) = (d’): 
x:(4 = (5.11) 
6. ERCEBNIS 
Dies ist aber die Anzahl der k-ten Wurzeln [S, 5.10.61. Da Y: und xt eine 
analoge Multiplikationsregel erfiillen ( [S, 5.10.41 und (2.1)), folgt 
6.1. SATZ 
xi = r; 
Bezeichnet man mit 0: die zum Charakter of: gehorige Darstellung, so 
erhllt man: 
6.2. FOLGERUNG. Seien k und k’ positive ganze Zahlen und ggT( I S,I, k’) 
teile ggT(IS,I, k). Dunn ist 0;’ in 0: enthalten. 
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Ein wichtiger Spezialfall ist k = IS,l, denn dann stimmt die Wurzel- 
anzahlfunktion mit dem Charakter der regularen Darstellung iiberein. Aus 
( 1.3) und (6.1) erhalten wir eine Zerlegung dieses Charakters in 
Charaktere, die den Konjugiertenklassen der S,, zugeordnet sind. 
6.3. FOLGERUNG. Der Charakter der regultiren Darstellung besitzt die 
Zerlegung 
Entsprechendes gilt fiir die zugehiirigen Darstellungen. 
Es stellt sich jedoch heraus, da13 diese Charaktere nicht linear 
unabh;ingig sind. So ist bereits fur n = 4: 
(6.1) kann als ein Resultat iiber Gleichungen in Gruppen interpretiert 
werden. 
In dieser Hinsicht laI3t es sich noch etwas verallgemeinern. 
6.4. F~LGERUNG. Seien fiir 1 <j < k positive ganze Zahlen nj gewiihlt. 
Die Abbildung 
Y’: s,, + N, g~I{g,,...,gk)ES~Igl’...g;Ik=g}l, 
ist ein Charakter der S,. 
Dies folgt aus aus (6.1) mit 
7. SCHLUSSBEMERKUNGEN 
Zum Abschlulj sind einige Bemerkungen angebracht: 
Der Beweis gibt soweit keinen AufschluB dartiber, warum dies fur die 
symmetrische Gruppe richtig ist. Er la& sich offensichtlich fur die 
Weylgruppe S2 2 S, verallgemeinern, ebenso fur Diedergruppen. Fur 
abelsche Gruppen ist das Resultat trivial. 
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Die Summe der Charaktere x’“’ ist nach (6.3) der Charakter der 
regularen Darstellung; sie verdienen also besonderes Interesse. R. Knorr 
hat eine bemerkenswerte “Symmetrieeigenschaft” dieser Charaktere 
aufgezeigt: 
7.1. PROPOSITION [6, Proposition 51. Seien n, o E S, vom Zykeltyp 
a = a(x), b = a(a). Dunn gilt 
IGI( X’Y4 = IC,,(~)l x’“‘(a). 
ijber die Charaktere selbst und ihre Zerlegung in irreduzible scheint 
jedoch wenig bekannt zu sein, zwei Spezialfalle ausgenommen: 
Fur a= (0, . . . . 0, 1) kann man x’“’ iiber die (zahlentheoretische) 
Miibiusfunktion angeben [ 11. Da x’“’ monomial ist, kann man die 
Zerlegung iiber die Eigenwerte der irreduziblen Darstellungen [a] 
berechnen. Diese lassen sich-nach einem Resultat von Kraskiewicz und 
Weyman-kombinatorisch aus den Standardtableaux ablesen [8]. Leider 
benijtigt der allgemeine Fall die Kenntnis simultaner Eigenvektoren. 
Ebenfalls bekannt ist der Fall a = (0, s, 0, . . . . 0): 
wobei nur iiber die Partitionen summiert wird, deren Spaltenllngen gerade 
sind [4, 54.23, 5.4.131. 
Man kann sich im Grunde auf Zykeltypen der Form a = (0, . . . . 0, 
Y, 0, . ..) 0) beschranken, und mit der Littlewood-RichardsonRegel 
ausreduzieren. 
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